
［
　
］

１．はじめに
火薬類の感度試験において，事前の試験結果を「爆」と

判定するか「不爆」と判定するかに基づいて，つぎの試験
で負荷する刺激量（たとえば，落ついの高さ，静電気エネ
ルギーなど）を調整するUp and down型の試験計画の代表
的なものとして，Dixon法１）がある。そして，Dixon法では，
試料が「爆」となるのに必要な刺激量（以下，臨界刺激量）
の分布の母平均�および母標準偏差�の推定式が提案さ
れている。
Dixon法の推定式は，臨界刺激量の対数値が正規分布す

ると仮定して，得られた試験データセットの尤度（ゆうど）
を求め，これを最大とする�，�を近似的に求めるもので
ある。しかし，最近では，パソコンソフトMicrosoft Excel
のソルバー機能を用いると，最大尤度を与える�，�を直
接的に求めることができる。
本報告では，Up and down試験計画で得られたデータに

ついて，ソルバー機能を用いて尤度方程式を近似を用いず
に解くことにより，臨界刺激量分布の母平均�および母
標準偏差�の精密解を求める方法および得られたデータ
セット中の各試験の妥当性を評価する方法について提案す
る。

２．Up and down試験計画と最尤法による母数推定
Up and down試験計画から得られる試験データセットの

尤度を求めるに際して設定した刺激－反応モデルをFig．１
に示す。
感度試験に供されるサンプルごとの臨界刺激量�はば

らついており，母平均�，母標準偏差�の正規分布に従っ
ていると仮定する（Dixonは，臨界刺激量の対数値が正規

分布に従っているとしているが，説明を簡単にするために，
このように仮定する）。i回目の試験で負荷される刺激量��
に対して，サンプルが「爆」となる確率��は（１）式で求め
られ，Fig．１の斜線部の面積で表される。
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����：確率密度関数 ����：分布関数
一方，i回目の試験結果が，「不爆」となる確率は，（２）式で
表される。

������������ （２）

つぎのような３回の試験結果が得られたとする。
１回目：刺激量��を負荷して試験を行い，結果が「爆」
２回目：刺激量��を負荷して試験を行い，結果が「不爆」
３回目：刺激量��を負荷して試験を行い，結果が「爆」

このような３回の試験のデータセットが得られる確率，す
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要旨
Up and down試験計画によって得られた感度試験データを最尤法によって解析する方法を提案した。この解析方法を，

Microsoft Excelに備わったソルバー機能を利用し，Excelシート上に実現した。試料の臨界刺激量の分布の母平均�，母
標準偏差�が最尤法によって効果的に推定されることを数値シミュレーションによって確認した。また，�，�の信頼領
域を評価する方法を開発した。その結果，種々の信頼率の�，�の信頼領域は，点推定値を中心とした同心円にはならず，
�，�の信頼限界を別々に評価することの危険性が示された。点推定値とデータセット中の各試験結果との整合性を評価
する方法をも提案した。この方法を用い得れば，点推定結果に影響の強い試験結果を絞り込むことができる。
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Fig.１ Stimulus vs. response probability model as basis of
sensitivity test results analysis.
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なわち，尤度�は，（３）式で得られる。
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最大の尤度�が得られる（３）式の�，�を求め，�，�の推
定値��，��とするのが，最尤推定法（最尤法）である。Excel
のソルバー機能を用いると尤度�を最大にする�，�を簡
単に求めることができる。本報告では，この最尤法による
推定をExcelのソルバー機能を使用してExcelシート上に実
現した。Fig．２にその概要を示し，その利用の手順を以下
に示す。
１） �の領域に試験で負荷した刺激量の値を入力する。
２） ��のセルに�，�の推定の初期値となる適当な値

を入力する。
３） �の領域に上から下へを試験順序として試験結果を

入力する。このとき，��のセルの値が�，�であ
る場合の各試験結果が得られる確率が��の列に，ま
た，入力された試験結果全体の尤度�の対数値が
�のセルに表示される。

４）「目的セル」を�のセル，「目標値」を最大値，「変
化させるセル」を�，�のセル，「制約条件」を“�
のセルの値＞０”として，ソルバーを実行する。

５） �のセル（尤度の対数値）が最大となる�の値，�
の値が�，�のセルに表示される。

３．最尤推定値の有効性の確認
最尤推定値の有効性を確認するために，つぎのようなUp

and down試験計画のシミュレーションを行って試験デー
タセットを得，これに最尤法を適用した。
� 臨界刺激量�のデータとして，�����，�����の

正規分布に従う乱数を１００００個用意する。
� 負荷する刺激量をTable１のように設定する。
� １回目（���）の試験で負荷する刺激量��に

�	����� �を選択する。
� 臨界刺激量��をランダムに１個取り出し，�回目

の試験で選択されている刺激量��と比較し，
・�����のとき，「爆」と判定し，つぎの試験で負
荷する刺激量����に１段低い刺激量�	��を選択
する。

・�����のとき，「不爆」と判定し，つぎの試験で
負荷する刺激量����に１段高い刺激量�	��を選
択する。

� �を６０回繰り返し，１セットのUp and down試験
データセットとする。その一例をFig．３に示す。

� この結果にソルバー機能を利用した最尤法を適用
し，�，�を推定する。

� �～�を１０００セット繰り返す。
各セットのデータから推定された��，��の分布をFig．４に
示す。

Fig.２ Brief overview of Excel sheet for maximum likelihood analysis.
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�の推定値��は，シミュレーションで設定されている
�����を中心として，ほぼ左右対称な分布となっている。
また，�の推定値��は，左右対称の分布ではなく，右に裾
引いた分布になっているが，その平均値は０．９１１であり，
シミュレーションで設定した�����とほほ等しい値が得

られている。これらのことより，臨界刺激量の母平均�，
母標準偏差�の推定に最尤法は有効であると判断できる。

４．最尤推定値の信頼領域
最尤推定値について，つぎのことが知られている２）３）。

Table１ Loaded stimulus in Up and down test simulation.

Stimulus�� �� �� �� �� �� �� �� �	 �
 �� ��� ��� ���

Preset value -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Fig.３ An example of Up and down test simulation.

Fig.４ Distributions of maximum likelihood point estimate.
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� 臨界刺激量の母集団の母数（本報告では，�および
�）を用いて求めた試験データセットの尤度を
����� �とする。

� その母集団から得られる試験データセットに最尤法
を適用して得られる推定値（本報告では，��および
��）を得た最大尤度を������� �とする。

� ������������ ��������� �� �
����������� �� ����������� �� �� �
としたとき，�は��分布に従う。（尤度の対数値を
対数尤度と呼ぶ）

このことが，本研究で対象としているUp and down試験
計画から得られる最尤推定値にも適用できることを確認す
るために，３．のシミュレーションで得た１０００組のデータ
セットごとに求めた�を自由度が１，２，３の��分布
と累積確率で比較し，Fig．５に示した。
自由度が１および３の��分布の累積確率の曲線は，�

の累積比率へのあてはまりが悪いが，自由度が２のとき，
非常にあてはまりの良いことがわかる。したがって，�～
�のことは，本研究で対象としているUp and down試験計

画から得られる最尤推定値にも適用できると考え，本研究
では，自由度２の��分布を用いて，本節で述べる最尤推
定値の信頼限界を求めることにする。
�が自由度２の��分布に従うとき，���の確率で得
られる�の値の範囲は，��分布の上側１００�％点である
�� ���� �より小さい範囲となり，（４）式が得られる。なお，�
が小さい側については，推定値である��，��が母数�，�
に近づくのであるから，�の小さい側には制限を設定せず，
�のすべてを��分布の上側にとった。

�������������� �� ����������� �� �� ���� ���� �� �����
（４）

（４）式を利用すると，各種の母数�，�の値の組み合わ
せにおける推定値��，��が得られる確率���が計算でき
る。たとえば，母数を���	�，���	�と仮定した場合に
（ただし，このデータセットを得るときに仮定した�，�
は０．０，１．０である。），Fig．３で示したデータセットが得
られる確率を求めることができる。Fig．３のデータセット
では，�����	���，����	��	と推定されたとき，最大対
数尤度��������� �� �����	
���が得られた。一方，このデー
タセットに���	�，���	�を仮定すると，対数尤度は，
������� �� �����	����となる。よって，�は，つぎのよ
うに求められる。

������������ �� ����������� �� �� �����
���	����� �����	
���� �� ��		
���

母数が，���	�，���	�であった場合に，５．４２２６以下の
�の値が得られる確率は，��分布を利用してつぎのよう
に得られる。

���	�� ���� �� ����		
���	�� ���	���� �� �����	���

��	
�


Fig.５ Comparison of cumulative probability between�and��.

Fig.６ Confidence area of population mean�and population stanndard deviation�.
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すなわち，母数が�����，�����のときでも，���������，
��������と推定される確率が最大で９３．４％はあると計算
される（確率���は１つの母数の区間推定の信頼率と
呼ばれるものに相当し，以下，信頼率と呼ぶ）。
Fig．３のデータセットについて，信頼率が８０％，９０％，

９５％のそれぞれの値以下となる�，�の値の組み合わせを
Fig．６に示す。各信頼率の領域は，点推定値���������，
��������を中心に広がっている。
そして，信頼率を高く設定すると排除される�，�の値

の組み合わせが減少するので，その領域は広がっている。
しかし，その広がりの形状は，点推定値からみると，�の
大きい方向，�のやや小さい方向へ幅広くなっており，点
推定値を中心とした同心円ではない。これは，�，�の区
間推定を行う場合，�，�の信頼限界を単独に求めるので
はなく，Fig．６のように，�，�の組み合わせ信頼限界と
して推定する必要性を示している。
Fig．６で・印と□印の境界で示される信頼率８０％の信

頼限界に着目してみる。信頼率が８０％の信頼限界は，�
については－０．５０～０．１０，�については０．７１～１．９３の範
囲で歪んだ円形となっている。これは，この信頼限界の領
域内に８０％の確率で，真の������ �，������ �の値の組
み合わせが存在しているということを意味する。このこと
は，この組み合わせ信頼限界の領域内のどの�，�の値の
組み合わせであっても，最大８０％の信頼率で，真の�，�
の値の組み合わせの候補となることを意味している。した
がって，信頼限界の領域の広さは，点推定値が真値からど
れだけ離れた値を示す可能性があるのかを表す指標とな
る。信頼限界の領域が広いと，得られた点推定値の精度が
低いといえ，逆に，狭いと点推定値の精度が高いといえる。
化学物質の感度を比較する場合，点推定値の比較だけでな
く，信頼限界の領域の広さを比較することにより点推定値
の精度についても考慮することも重要である。
本研究で作成したExcelシートでは，Fig．６で示したよ

うな図出力を備えており，信頼領域をも考慮して，種々の
化学物質の感度を比較することを可能としている。

５．データセットの診断
Dixon型のUp and down試験計画における推定式では，

データセットおよび各データと，そこから推定された��，��
の値との整合性を検討する手段が用意されていない。その
ためか，これまでに発表された論文では，推定結果のみが
提示されている場合が多い。Up and down試験計画から得
られる試験結果は，�刺激量負荷，�レスポンスの確認，
�レスポンスに応じた次回試験での負荷刺激量の選択，を
�～�を繰り返した結果として得られるデータセットが解
析対象となる。したがって，この一連のデータの中に，「爆」
または「不爆」が異常に長く続くなど異常なデータが含ま
れれば後続する試験の流れが変化し，それはデータセット
の解析結果へ影響する。したがって，データセットのなか
に異常なデータが含まれていないかを確認することは，
データセットから推定される��，��の値を吟味する上で重
要である。
以上の考えから，データセット中の各試験結果とそこか

ら推定された��，��の値との整合性を検討する図として
Fig．７を示す。
Fig．７は，最尤法によって推定された��，��のもとで，デー

タセット内のi回目の試験結果が得られる確率��とi回目の
試験結果までの対数尤度の推移図である。��を確認する
ことにより，その試験結果が，��，��のもとに得られる可
能性を確率としてチェックすることができる。また，尤度
の計算では，試験を繰り返すごとに，その試験結果が得ら
れる確率（１以下）が乗じられるので，試験が繰り返さ
れるたびに，尤度および対数尤度は小さい値になってゆく。
したがって，起こりそうにもない結果，起こる確率の低い
結果が得られると，i回目の試験結果までの対数尤度は，激
しく低下する推移を示す。
たとえば，矢印でマークされた３８回目の試験に着目し

てみる。試験結果は「爆」であるが，「爆」となる確率は，０．０６７
であり，比較的起こりにくい試験結果であると判定される
（一般には，起こらないと判断する確率として５％や１％
が用いられる。したがって，特に異常な結果というわけで
はないが，例示のため，この試験結果に着目する。）。また，
対数尤度推移の観点から見ても，対数尤度の低下が，この

Fig.７ Profile of��and ln(L).
Pi : Probability of No.i test results observed under the populatin mean�and population standard deviation�.
Ln(L) : Logarism natural of the likehood from No.1test to No.i test.
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試験結果により顕著になっている。このことから，他の回
の試験結果に比べて，この３８回目の試験結果は，解析結
果に影響の大きい試験結果と推測される。
そこで，３８回目の試験結果を除外した計５９回のデータ

セットを解析することを考えてみる。Dixon法では，デー
タセットの中に，正規分布から異常に逸脱する試験結果，
「爆」や「不爆」が異常に長く続くなど異常な試験結果が
発見されても，その試験結果を削除することはできない。
なぜなら，Dixonの推定式の導出の前提であるUp and
down試験手順の制限を逸脱することになるからである。そ
の点，本報告の解析では，尤度が最大となる�，�を何の
制約も設けずに求めているので，任意の試験結果を削除し
ても解析は可能である。
３８回目の試験結果を除外した計５９回のデータセットか
らの推定結果をFig．８に示す。
Fig．６にくらべて信頼領域が狭くなったことから，３８回目
の試験結果が，推定の精度を非常に下げていたことがわか
る。
以上のように，��および対数尤度推移を吟味すること

により，推定された��，��に対するデータセット中の試験
結果の妥当性を評価でき，さらには，推定結果へ影響の大
きい試験結果を抽出できるといえる。

６．おわり
Up and down試験計画により得られるデータセットか

ら，最尤法により臨界刺激量の母平均�，母標準偏差�を
推定することの有効性が確認された。また，�，�の値の
組み合わせの信頼領域をも求めることができた。これによ
り，信頼率をも考慮した化学物質の感度比較が可能となる。
そして，これらのことの実行を，Excelシート上にExcelの
ソルバー機能を使用することにより実現した。
なお，本研究の解析では，尤度方程式をそのまま解いて

いるので，Dixonの推定式を使用できるために設けられた
Up and down試験を計画する上での制約（負荷する刺激量
の間隔を等しくすること，３．�の規則により次回の試験で
負荷する刺激量を選択することなど）を設ける必要がない。
したがって，試験計画の実施後，途中の試験結果を削除し
ても解析は可能であることは，注目される点である。
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Maximum likelihood analysis of sensitivity test data
according to Up and down test plan

Shozo Takeyama＊†

Maximum likelihood analysis method of sensitivity test data according to Up and down test plan is proposed. That
method is designed in Microsoft Excel sheet utilizing the Solver function. Maximum likelihood point estimates of
population mean�and population standard deviation�of the critical stimulus distribution of samples are made certain of
good estimates by numerical simulation. And confidence area of�,�are also derived. As results, the shapes of confidence
area of �, �with various confidence levels are not concentric circles. Therefore it is not recommended to evaluate
confidence limit of�,�independently. Consistency check method between the estimates��,��and the each test results in
Up and down data set is also proposed. By this method, the impact test result on estimation of parameters is can be found.
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